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VON 
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(Communicated at the meeting of September 29, 1973) 
Diese Arbeit ist als Fortsetzung zu betrachten der Arbeit : Dualit& in 
den Methoden zur Erweiterung von beschrlinkt- wie von tddadditiven Naben, 
diese Proceedings, Series A 74 (1971), S. 389-410, und 76 (1973), S. 393-396. 
Die Betrachtungen sind weitgehend parallel zu denen in der zitierten 
Arbeit ; statt Somen- oder MengenmaBe sind es hier FunktionenmaSe 
(Funktionale), die such als beschrlinkt- bzw. total-additive Integrale der 
zugehijrigen Funktionen aufgefal3t werden kiinnen, w&he untersucht 
werden gem&l3 dualen Verfahren. Die rater by. konstruierten Funktionen- 
m&Be sind beschrlinkt-additiv, die unter @. total-additiv. 
01. Methoden zur Konstruktion von beschrlinkt-additiven 
FunktionenmaDen. 
Einleitung. R(A) sei die Klasse aller nicht-negativen endlichwertigen 
Funktionen, deflniert in den Punkten einer Menge A ; sie ist als ein 
(0; v, A ; - )-konvexer Kegeli) aufzufassen. Betrachtet werden nur solche 
%‘(A), die ein Tedsystem liO(A ; p) gem&B nachfolgender Definition ent- 
halten. 
Definition. As -&4;~) oder ds(0; v, A;P) enthalt nur auf A 
beschrankte Funktionen als Elemente, wobei die Nullfunktion 0 E AO(A ; p) 
(0 hat in jedem Punkte von A den Wert Null) ; aus f, g E Ao(A ; p) folgt 
f+s, fvs, fAgEAO(A;pu); aus f E AO(A ; p), LY > 0 und endlich folgt 
LY .f E &(A ; 1~) ; zu jedem beschrankten w E $?(A) gibt es ein g2 w und 
E AO(A ; ,u), w&rend eine fur die Elemente von AO(A ; p) nicht-negative 
und positiv-homogene Elementefunktion ,u die nachfolgenden Bedingungen 
I., II. erfiillt. 
I. die charakteristische Funktion CA von A geh&% zu AO(A; ,u) und 
hat ein p-Ma3 endlich und #O; 
1) Siehe die Definition in diesen Proceed. A 75 (1972), S. 282 (Q 1). 
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II. bei f~ E dO(A ; p), f1 Tf2 [d.h. /l(x) if&) in jedem Punkt 2 E A] 
ist (~(11) -,u(f2) =untere Grenze aller p(g) mit g E llO(A ; p), fl -f2sg [also 
/l(z) -f&4 Ig(z) in jedem x E A]. 
Definition. R,(A) ist der (0; v, A; -)-konvexe Teilkegel von $?(A), 
welcher alle und nur alle beschrdinkten Funktionen von R(A) enthlilt. 
3 1. Folgerungen aus I., II. (und Eig. II!). 
lo. ,u ist monoton nicht-abnehmend fiir die Elemente von &(A; p), 
d.h. aus flrf2, f~ E rlo(A; p) (j= 1, 2) folgt immer ,u(fl)Zp(f2). 
Beweis. Folgt aus II., I. und p nicht-negativ und positiv-homogen 
fiir die Funktionen von /lO(A ; p). 
2O. p(0) = 0. 
Beweis. Osa.cA (mit a>O); also (nach lo.) ,u(O)Sa-p(cA); a+ 0. 
3”. Rechtfertigung der Annahme II.: Bei fi, f2 wie in II., falls such 
fl- f2 E Ilo(.4 ; p), liefert An wendung von II. auf das Paar {fl-f2, 0) 
p(fl-fz)-p(O)=untere Grenze aller p(g) bei g E AO(A; p), (fl-fz)-OSg, 
oder, mit 2”., 
p(fl- fi)=untere Grenze aller p(g) bei g E IlO@; cl) und fi-f2Sg. 
Mit II. folgt dann weiter: 
Af1-fd =Ak) -P(fi). 
Definition. Fti jedes w E &(A) sei mO(w) die untere Grenze der 
,u(f) mit f Zw und E rlO(A; p). 
Bemerkung. Fiir jedes f E Ao(A; p) ist also mO(f)=,u(f). 
4O. Bei fl, fz E ciO(A ; p) sind bekanntlich such fi v fz, fl A fz E Ao(A; p); 
dabei ist 
P(k) +lu(f2)=!4f1 v fd +Af1 A fd. 
Beweis. Mit II. und obiger Bemerkung nebst Definition folgt 
(1) mO(gl)-m0(g2)=~0(gl-g2) bei glZg2; die gj E no@; p). 
Wegen fl-fl A fz=fl v f2-f2 liefert Anwendung von (1) auf die Paare 
{fl, fl A f2) und {k v fz, fz}: 
m”(fl)-mo(fl A fz)=m’(fl-fl Af~‘)=m’(fi V fz-fi)=m’(fl vfz)--m”(f2), 
wodurch 
also such 
m”(fl)+~O(fz)=mO(fi V fz)+m’(fl A fz), 
2 Indagationes 
P(k) +P(fz) =P(fl V fd+P(fl A f& 
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Definition. Die Klasse K = K(A; mo) von mo-mel3baren Funktionen 
sei die Teilklasse von &(A), fiir deren jedes Element f bei jedem 
w E AO(A ; p) gilt 
mO(w)=mO(w hf)+mO(w-w hf). 
Lemma. Jede Funktion f E Aa(A; p) ( a so insbes. die Nullfunktion 0) 1 
ist ma-mefibar, mit dem Ma13 nz(f) = ma(f) = (siehe Bemerkung) p(f). 
Beweis. Bei w, f E As(A; p) ist such w A/E Aa(A; p), wobei 




= (erste Def. dieses Par.) ms(w-w A f), 
T?Z”(W)=T?Zo(W Af)+W&O(W-W A/), 
somit (nach der zweiten Def.) f ms-megbar. 
Lemma. Bei q (j=l, 2) E &(A) ist such vi v vs E R,(A) mit 
(2) myv1 v v2)1myvl)+m0(v2). 
Beweis. Bei E > 0 gibt es 5~ E AO(A ; p) mit 3 B vj und p(Q) < ms(vj) + E 
(j=l, 2). Dadurch ist 
myv1 v v2)5p(~1 v 82)s (4°.)p(fll) +p(~2)<m0(v1)+m0(v2)+ 2% 
also such (2). 
Folgerung 5’. Die Klasse K s K(A ; mo) in der letzten Definition 
iindert sich nicht, wenn man ,,bei jedem w E &(A; p)” durch ,,bei jedem 
w E 5?&4)” ersetzt. 
B ewei a. Es gentigt aus der ma-MeSbarkeit von f E &(A) gem&3 der 
Definition die ms-MeDbarkeit von f gem68 der abgeanderten Definition 
abzuleiten. 
Im entgegengesetzten Fall gibt es ein w E R,(A), q! As@; p) mit 
m”(W)#VhO(W Af)+??h”(W-W A f), 
somit, nach dem vorigen Lemma, mit 
m”(W)<?7Lo(W Af)+f~T&~(u)-w Af); 
es gibt dann ein q> 0 mit 
(3) %X0(W) + ?,’ = TTb”(W A f) + ??&O(W - W A f). 
Zu w gibt es ein mo-meDbares Element @Z w und E &‘(A ; ,u) mit 
(4 m(E) ES mO(tZ) = mO(w) + TJ, wobei q <q. 
19 
Nun ist 
5 A f&w of und G-ii, ~/&w-w hf, 
wodurch 
(5) mO(G ~f)lmO(w of) und mO(CJ-CJ ~f)~nzO(w-,w A/). 
Mit (a), (3) und (5) folgt 
??b(&?)=??Z”(W)+Tj<?7&o(W Af)+??Z’(W-W A f)~??Z”(~ A f)+?TZ”(ii?--~ Af) 
oder 
??Z(@j)<T?%“(6j Af)+TTh”(@-c Af); 
es gibt dann somit ein G E AO(A; ,x), zu welchem eine selbe Ungleichheits- 
relation wie zu w gehiirt. Dies widerspricht jedoch die ma-MeDbarkeit 
von f gem&f3 der urspriinglichen Definition. 
Folgerung 6’. Aus f E R@(A) und f A g E Ao(A ; ,a) fiir jedes g E AO(A ; p) 
folgt f E K [ = K(A ; d)]. 
Beweis. Mit (1) folgt mO(g) - me(f A g) = mO(g - f A g), wodurch die 
letzte Definition liefert: f E K. 
Eigenschaft IP. Bei hj E L’P(A; ,a) (j= 1, 2) ist such b-t-ha E 
E AO(A ; ,u), wobei dann 
(6) p(h+h)=y(h)+p(hz). 2) 
Beweis. Man nehme in (1) fiir gi, g2 bzw. hi +ha, ?Q, wodurch 
mO(hl+h~)-mO(hz)=mO[(hl+h2)-hz] oder mO(b), 
somit such 
1~(7Llfh2)--~l(~2)=i~(hl), d.i. (6). 
Folgerung 7’. AUS We E R,(A) (j= 1, 2) folgt 201 +w2 E %(A) mit 
(7) myw1c w2) I d(w1) + d(W2). 
Beweis. Zu EBO gibt es @zwj, E AO(A;p) mit ~(G$)-~m~(w~)-t-&, 
wodurch 
?dywl+ wz) Sp(?.z1+@2) = (IP.)p(@b) f&52) <mO(wl) -t mO(Wz) + 2% 
woraus (7) folgt. 
$ 2. S atz A. Die in $ 1 ftir die Elemente (Funktionen) von &(A) 
definierte Elementefunktion me ist fti &&4) ein &uBeres Ma13 in dem 
Sinne da6 sie die im hier folgenden Beweise abgeleiteten Axiome l”, 2”, 
2) Eine korrespondierende Eigenschaft ID. (fiir Ma5e) wurde auf S. 390 der 
Arbeit in diesen Proc., Series A 74 (1971) rtngenommen; daJ3 hier ein Beweis m6glich 
ist, ist eine Folge der Beschrtinktheitsann&me fiir die Funktionen von LIO(A ; p). 
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3”, 4’ und 5’ erfiillt. Die hier in 5 1, zweite Definition eingefiihrte Klasse 
K=R(A;m”)d er mc-mel3baren Funktionen ist ein (0; v, A; - )-konvexer 
Kegel 2 lic(A ; p) ; das Mag m z ms (in R) ist additiv und positiv-homogen 
fur die Funktionen von K, w&rend fiir jedes f E nO(A ; 1~) gilt 
m(f) = mO(f) =Af); 
(Kim = ms) ist eine Erweiterung von (As@ ; ,u)],u). 
Beweis. Axiom lo (es gibt eine Funktion w E &(A) mit me(w) endlich 
und # 0) ist eine Folge der ersten Definition in Q 1 und I. mit Folgerung lo. 
Axiom 2’ (0 ist mc-mel3bar; dabei ist f E &(A) ms-megbar falls bei 
j&em Element w E $&&4) gilt: mc(w)=mc(w A f)+mO(w-w A f)) folgt aus 
dem ersten Lemma von 5 1 mit Folgenmgen 5”, 2”. 
Axiom 3” [(aus f, g E &(A), flgfolgt mO(f)SmO(g)); (OGX<OO, f E &(A) 
liefert mO(oc.f)=a.mO(f))] * t IS eine Folge der Definition von lic(A ; p), und 
der ersten Definition von Q 1 mit Folgerung lo. 
.Axiom 4’ flillt mit Folgerung 7’. zusammen. 
Aus den Axiomen lo, 2’, 3”, 4’ allein folgt schon, wie in diesen Proceed. 
A 75 (1972), S. 282-284 (Beweis des Hauptsatzes A und der weiteren 
Res. l-h), dal3 die mc-mel3baren Elemente von a,(A) einen (0; v, A; -)- 
konvexen Kegel Ii: = IY(A ; ms) bilden ; das zugehorige IntegralmaS m = ms 
ist beach&&t-additiv, s) und positiv-homogen; aus f, g E K folgt f +g, 
f vg, f ng~R mit mO(f)+m”(g) oder m”(f +g)=mO(f vg)+mO(f ~g) (W&O =rn 
ist modular), und, bei f rg, aul3erdem mo(f -g)=mo(f)-mO(g). 
Nach dem ersten Lemma in 3 1 ist IlO(A ; p) E K = K(A ; mo), wobei 
aus f E lis(A; 1~) folgt m(f) c ma(f) =p(f). Dies zusammen mit der Defi- 
nition von mO(f) (9 1) liefert : 
Axiom 6’ (aus f E &(A) folgt mO(f) = untere Grenze der Werte von me(g) 
bei g ms-mel3bar und f 5g). 
Die iibrigen Behauptungen des Satzes A sind nun evident. 
Bemerkungen. a. Es gibt einen kleinsten (0 ; v, A ; - )-hvmen 
Fwnktionenkegel DO, welcher das Funktionensystem llc(A ; ,u) umfagt und 
in K, [E K(A ; mc)] enthalten ist, wodurch &(A) such ala durch llm 
iiberdeckter Teilkegel von 9(A) aufzufassen ist. 
b. Bei ,ii urns fti die Elemente von A00 ist p additiv auf 1100, mit 
We&en in R+. 
Daneben ist fur jedes Element f E &(A): 
me(f) = (Ax. 5”) untere Grenze der me(g) bei grf, E K, 
= (Def.) untere Grenze der p(g) bei g2 f, E ns(A ; p) ; somit such: 
=untere Grenze der ii(h) bei h 2 f, E Am. 
Damit folgt : 
8) Mit dem ersten Lemma von 8 1 folgt daduroh such die beschriinkte Additi- 
vitit von p fti die Funktionen von n”(A ; j.4). 
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Satz B . Das Verfahren, welches, in 5 1 und Satz A, von R(A), &(A), 
rls, p zu dem iiul3eren Ma13 ms auf &(A), dem (0; v, A ; - )-konvexen 
Kegel R(A; ms) 2 110 und dem Ma2 m = ma (in II) fuhrt, mit m(j) = 
3 mO(j)=~(j) fti jedes j E r10 und mit (Kim = ms) Erweiterung von 
(As@; p)lp), Iril3t sich such anwenden auf R(A), &(A), AsO, ,C, 4) und 
fiihrt sodann zu demselben iiufieren Ma2 ms auf &(A), demselben 
(0; v, A; - )-konvexen Kegel K(A ; ms) 5) 2 liO0 2 As, und demselben ad- 
ditiven Ma13 m = ms (in R), wobei nun m(j) E mo(j)=P(j) fiir jedes 
j E LW, und (Rim = mo) such Erweiterung von (LI~(A; ,C)lp) ist. 
Q Ibis. Bei den Betrachtungen in diesem Par. (und in $ 2bh) seien die 
Annahmen wie in der Einleitung, jedoch mit einer Ausnahme; statt II. 
wird nun vorausgesetzt : 
n. bei jj E llO(A ; ,u), jizj~ ist 
cl(fd-~(h)= b o ere Grenze aller p(g) mit g E no@ ; ,u), ji - ja eg. 
Folgerungen aus I., a. (und Eig. m). 
lo. ,u ist monoton nioht-abnehmend fur die Elemente von &4 ; 1~). 
Beweis. Folgt aus n., I. und ,u nicht-negativ und positiv homogen 
fti die Funktionen von liO(A ; 1~). 
2”. p(0) = 0. 
Beweis. Ora-CA (mit a>O); also (nach lo.) ,~(O)~U+&A); a-+0. 
3O. Rechtjert~~ng der Annahme n.: Bei ji, ja wie in U., falls such 
j1 - f2 E do(A ; ,u), liefert Anwendung von fI. auf das Pear {ji - jz, 0) 
Af1--fd-~(O)= b o ere Grenze aller p(g) bei g E &(A ; ,u), (ji - jz) - O&g, 
oder, mit 2”., 
p(jl - j2) = obere Grenze aller p(g) bei g E (10(A ; ,u) und ji - jz &g. 
Mit n. folgt dann weiter 
~u(fl-f2)=~u(fl)-~u(f2). 
Definition. Fti jedes w E R,(A) sei ma(w) die obere Grenze der p(j) 
mit jsw und E ns(A; p). 
Bemerkung. Ftir jedes j E lio(A; p) ist also m(j)=r(j). 
do. Bei jl, jz E lis(A ; p) sind nach Annahme such jr v ja, ji A jz E liO(A ; ,u) ; 
dabei ist 
P(fd+Af2)=Afl vfz)+Af1 *f2). 
4) Dal3 LP(A ; p) diegelben Eigenschaften wie LP(A ; p) (in der D&&ion der 
Einleitung) hat, folgt sofort mit dem fkften Absatz des Beweiaee von Sstz A. 
6) Siehe such Folgerung 6” in $ 1. 
22 
Neben dem Beweise in $ 1, 4’. Iii& sich ein analoger Beweis liefern, 
ausgehend von n. und obiger Bemerkung. 
Definition. Die Klasse K s K(A; mo) von m-mefibaren Funktionen 
sei die Teilklasse von R,(A), fur deren jedes Element f bei jedem 
w E A”(A ; p) gilt 
nzo(w)=ml(w *f)+m(w-w *f). 
Lemma. Jede Funktion f E &(A ; p) (also such 0) ist m-meSbar, 
mit dem MaD m(f) E ma(f) = (siehe Bemerkung) ,u(f). 
Beweis. Bei w, f E AO(A; p) ist such w A f E AO(A; p), wobei 
moP-4 -mo(w * f) =Fw -A w A f) = (n.) obere Grenze aller p(g) 
mit gtzAO(A;,u), w-whflg 
= (erste Def. dieses Par.) nzo(w- w A f), 
also 
m(w)=mo(w hf)+mo(w-w A f), 
somit (nach der zweiten Def. oben) f ms-mel3bar. 
Lemma. Bei q (j=l, 2) E R,(A) ist such v1+v2 E &(A) mit 
mo(s+~z)Bmo(s)+mo(~2). 
Beweis. Folgt aus der Definition von mo. 
Folgerung 5”. Die Klasse K s K(A ; mo) in der letzten Definition 
iindert sich nicht wenn man ,,bei jedem w E AO(A; p)” durch ,,bei jedem 
w E R,(A)” ersetzt. 
Beweis. Es geniigt aus der m-Mel3barkeit von f E &(A) gem&l3 der 
Definition die me-MeBbarkeit gem&l3 der abgeiinderten Definition abzu- 
leiten . 
Im entgegengesetzten Fall gibt es ein w E L,(A), $ AO(A; p) mit 
~(W)#mo(W Af)+m(w-w*f), 
somit, nach dem vorigen Lemma, mit 
?r&(w)>mo(w * f)+mo(w-w A f); 
es gibt dann ein q> 0 mit 
(8) me(w)-T#J=mo(w Af)+m(w-w hf). 
zu w gibt es ein mo-mel3bares Element COW und E .AO(.A ; PU) mit 
(9) m(C) = WI(@) = m(w) - f, wobei q < 9. 
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Nun ist 
8~flw~f und a-C~f$w-w~f, 
wodurch 
(10) r&)(G) h f)Smo(w A f) und nzo(?.3-@ h f)I?r@(w-w A f). 
Mit (9), (8) und (10) folgt 
?T~(@)=?%J(W)-~~>?T&O(W A f)+??@(W-W A f)&?l&-8 A f)+??l&-t-@ A f) 
oder 
T?&(?.-i)>??Z+J A f)+Vtij(t-8--@ A f); 
es gibt dann somit ein 6~ E nO(A ; p), zu welchem eine selbe Ungleichheits- 
relation wie zu w gehiirt. Dies widerspricht jedoch die mo-MeBbarkeit 
von f gem&B der ursprtinglichen Definition. 
Folgerung 6”. Aus f E !&(A) und f Ag E A”(A ; ,u) fur jedes g E no@ ; p) 
folgt f E K[ = K(A ; m&)1. 
Beweis. Mit n. und Definition nebst Bemerkung in diesem Par. folgt 
(11) m(g1) -m&2) = m&l - g2) bei gl&z; die gj E A”(A ; p). 
Setzt man in (11) g und f A g fur gi bzw. gz ein, so folgt 
m(g)-%(f Ag)=m(g-f “g), 
wodurch die letzte Definition liefert : f E K. 
Eigenschaft IIb. liefert dieselbe Behauptung iiber ,u wie die hier folgende 
Eigenschaft nb. Bei 5 E nO(A; cl) (j=l, 2) ist such hr+h E 
E AO(A; ,u), wobei dann 
(12) p(h+~z)=p(h)+p(hz). 
Beweis. Man nehme in (11) fur gi, ga bzw. hi +b, hz, wodurch 
m(h+~2)-mo(~2)=mo(h), 
somit such 
lu(hl+hz)-~(hz)=,u(hl), d.i. (12). 
Folgerung 7’. Aus wj E &(A) (j= 1, 2) folgt wi + wz E !&(A) mit 
(13) mo(wl+w2)rm(~l)+mo(w2). 
Beweis. Zu E> 0 gibt es Gjdwj, E no@; p) mit ,u(?Z~)>mo(w~) -8, 
wodurch 
mo(wl+w2)~~(81+~2)=(~b.)~(~~)++(~2)~112O(~l)+mO(W2)-2~, 
woraus (13) folgt. 
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0 2b’B. Satz A”‘e. Die in Q lb18 fur die Elemente (Funktionen) von 
a,(A) deflnierte Elementefunktion mc ist fiir a,(A) ein inneres Ma13 in 
dem Sinne de13 sie die im hier folgenden Beweise abgeleiteten Axiome l”, 
2“, 3’, 4’ und p erfiillt. Die hier in $ Ibis, zweite Definition eingefiihrte 
Klasse R 3 K(A ; mu) der m-meBbaren Funktionen ist ein (0; v, A; - )- 
konvexer Kegel 2 nO(A ; ,u) ; das Ma13 m E mo (in R) ist additiv und 
positiv-homogen fiir die Funktionen von K, wlihrend fur jedes f E &(A ; 1~) 
gilt 
m(f) = m(f) =Af); 
(Kjm = mo) ist eine Erweiterung von (IlO@; ,u)/P). 
Beweis. Axiom lo (es gibt eine Funktion w E !&(A) mit m(w) endlich 
und #O) ist eine Folge der ersten Definition in $ lbia und I. mit Folge- 
rung lo. (in $ Ibis). 
Axiom 2’ (0 ist nzo-mel3bar; dabei ist f E &(.4) me-mefibar falls bei 
j&m EZement w E &(A) gilt: m(w) =mc(w A f) + mc(w - w A f)) folgt aus 
dem e&en Lemma von $ 1biS mit Folgerungen 5’., 2’. 
Axiom 3” [(eusf, g E R&4), frgfolgt mo(f)smo(g)); (O<ar<q f E !&(A) 
liefert m&-f) =oc.m,~(f))] ist eine Folge der Definition von (10(A ; cl), und 
der ersten Detition von $ ibis mit Folgerung 1”. 
Axiom 4’ flGllt mit Folgerung 7”. zusammen. 
Aus den Axiomen l”, 2’, 3”, 4” allein folgt schon, wie in diesen Proceed. A 
75 (1972), S. 287-289 (Beweis des Hauptsatzes A* und der weiteren Res. 
l*-6*), dal3 die mc-mel3baren Elemente von $?,(A) einen (0; v, A; -)- 
konvexen Kegel K z K(A ; mc) bilden; das zugehorige Integralmal3 
m = mo ist beschrknkt-additiv, 6) und positiv-homogen; aus f, g E R folgt 
f+s, f v g, f A 9 E K mit mdf)+mo(d o&r mdf+d=m(f v d+m(f A 9) 
(mc = m ist modular), und, bei f 2 g, aul3erdem m(f -9) =mc(f) -m(g). 
Nach dem ersten Lemma in f 1 his ist ds(A ; ,u) C R z K(A ; mo) wobei 
aus f E ns(A; p) folgt m(f) = m(f) =p(f). Dies z&mmen mit der Defi- 
nition von m(f) (0 lbb) liefert : 
Axiom V (eus f E &(A) folgt m(f) = obere Grenze der Werte von m(g) 
bei g mo-meSbar und gsf). 
Die iibrigen Behauptungen von Sate Ab@ sind hiernech evident. 
Bemerkungen. a. Es gibt einen kleinsten (0; v, A; -)-konwexen 
Funktionenkegel 1100, welcher das Funktionensystem lls(A ; p) umfal3t und 
in K [= R(A ; mc)] enthalten ist, wodurch R&4) such als durch A’Js 
iiberdeckter Teilkegel von Z aufzufassen ist. 
b. Bei F = mo fiir die Elemente von AsO ist p additiv auf /loo, mit 
Werten in R+. 
6) Mit dem eraten Lemma von 8 1 bu folgt wieder die beschrhkte Additivitkt 
von ,u fti die Funktionen von kJ(A ; p). 
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Daneben ist fiir jedes Element f E &(A): 
m,,(f)=(Ax. p) b o ere Grenze der m&j) bei gsf, E R, 
= (Def.) obere Grenze der p(g) bei ggf, E nO(A ; p) ; somit such: 
= obere Grenze der P(h) bei TL 5 f, E IlOO. 
Damit folgt : 
Satz Bbis. Das Verfahren, welches, in $ lbi8 und Satz Abis, von &(A), 
110, ,u zu dem inneren Malj ~WI auf &(A), dem (0; v, A; -)-konvexen Kegel 
R 3 K(A; m) 2 LIO und dem Mel3 m = mo (in K) fiihrt, mit m(f) 3 
z m,~(f)=,a(f) fiir jedes f E 110 und mit (Kim c mo) Erweitenmg von 
(LIO(A; p)l,u), la& sich such anwenden auf a(A), &(A), LIOO, i, 7) und 
fiihrt sodann zu demselben inneren Ma13 mo auf &(A), demselben 
(0; v, A; - )-konvexen Kegel K(A ; ma) 8) 2 A00 1 no, und demselben ad- 
ditiven Ma13 m = mo (in K), wobei nun m(f) = ma(f) =,@/) fur jedes 
f E Am, und (Kim = me) such Erweiterung von (nm(A; ,%)I,@ ist. 
8 3. p geniige sowohl II. (gem&l3 der Definition in der Einleitung) 
wie such n. (gemal Q 1 bi8, Anfang); die liO0 gem&l3 $ 2, Bern. a. bzw. 
Q 2bi*, Bern. a. seien identisch. 
Unter der Annahme: Ftir jedes f E LPJ fallen untere Grenze aller p(g) 
mit g B f, E A0 und obere Grenze aller ,u(g) mit g s f, E 110 zuaammen ist fiir 
ein solches f p(f)=;(f). 
Dann lassen sich auf C@(A), Z,(A), II, 1100, p, me, K (in Satz B einerseits), 
auf J?(A), &(A), (1, AOO, F, mo, K (in Satz Bbi8 andererseits) die Betrach- 
tungen auf den Seiten 292,293, jedoch ohne die Axiome 6’ und 6*, 
meiner Arbeit in Proceed. A 75 (1972), in Zusammenhang mit den (hier 
in den Beweisen von Satz A und Satz Abi*) schon zitierten Stellen auf 
den Seiten 282-284 und 287-289, anwenden (mit ~I00 anstatt ./lo, ,ii=F 
anstatt ,u), woraus hervorgeht da/l die zugeh&igen Erweiterungen (Kjm 3 mo) 
bzw. (Kim ~rno) von (A@Qi=,ii), und damit such von (A’+) zusammen- 
fallen; die adjungierten iiul3eren und inneren MaBfunktionen ms und mo 
auf &(A) fiihren unter obiger Annahme zu derselben MaBerweiterung 
@on ~4. 
Die Darstellung der FunktionenmaSe mittels Grenzwerte 
von Riemann-Summen. 
$ 4. Sowohl mitt& des ersten wie des zweiten Verfahrens in Satz B. 
l&fit sich ms ala LuBeres Ma13 (mit den im Beweise von Satz A. angegebenen 
Axiomen I”-5’) auf dem (0; v, A; -)-konvexen Kegel &(A), daneben 
7) DaI3 nO’J(A ; F) dieselben Eigenschaften wie n’J(A ; p) (Def. abgekndert gemiil3 
dem e&en Absatz von 8 Ibis) hat, folgt sofort mit dem fiinften Absatz des Beweises 
von Satz Abb. 
8) Siehe such Folgerung 5” in f lbb. 
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m E m’J als (beschrankt) additives MaB auf dem (0 ; v, A ; - )-konvexen 
Kegel K = K(A ; m 3 ms) der ms-mefibaren Funktionen auffassen. 
Die charakteristischen Funktionen von Teilmengen von A haben alle 
ein endliches iiul3eres Malj ms. Die Teilmengen E von A mit (endlichem) 
Ma13 m(cs) fur die zugehiirigen cs bilden einen Mengenring, sogar eine 
Mengenalgebra ‘%&, ,&4). 0) 
Definition. Fur E G A sei PO(E) = mO(cE). 
Diese spezielle Mengenfunktion ~0, mit zugehijrigem MaD ,LJ, geniigt 
schon den Axiomen lo, 2”, 3’, 4’ [und So] fiir das iiul3ere Ma13 in der Arbeit 
in diesen Proceed. A 73 (1970), S. 376-384: Methoden u.s.w., $ 1 u. § 3; 
da13 sie such das Regularitatsaxiom 5” von lot. cit., 5 2 erfiillt, Iii& sich 
nachher ableiten aus dem hier (im Beweise von Satz A) gegebenen Axiom 6” 
nach Hinzufiigung von : 
Axiom 7’. Zu jeder Funktion f E K = K(A ; m E ms) gibt es eine 
hijchstens abzahlbar unendliche Menge P(f) von positiven Zahlen so daI3 
die charakteristischen Funktionen von Teilmengen A[f B z], bei z E R+ - 
-P(f), ein MaB m haben; somit eine solche Teilmenge selbst ein MaB 
P{4f~~l}=m{c4~2.~}. 
Satz iiber die Darstellung der erweiterten Funktionen- 
m aBe. Bei f E K, mit oberer Grenze S von f auf A griil3er als Null, 
seien die Teilungspunkte yj von (0, S’), wobei S’ >S, derart gewiihlt da13 
O=yo<yr<yz<...<y,-i<y*=S’ 
ist, und da13 die Teilmengen A(f h yj) von A fiir jedes j = 1, 2, . . ., n - 1 
nicht leer sind, mit zugehoriger charakteristischer Funktion mo-mel3bar. 
Nun ist 
A 
(14) m(f)=lim 2 y~-l.m(cA(nrj_,~t<vj)); 
d-+0 j=z 
6 deutet dabei die grol3te der Intervalliingen (ye - y+1) (j = 1, 2, . . ., n) an. 
(14) l&l% sich iiberfiihren in: 9) 
(14”is) m(f) oiler .JA~ d,ii=~~ f y~-~‘lii[A(y~-l$f<y~)l. 
-+ i-2 
Bemerkung. Bei ‘&,&4) die Mengenalgebra der in A ps-mel3baren 
Mengen ist (%I& ;(A@ 3 ~0) such vollstiindig in A [d.h. gibt es zu E 2 A 
(also mit ,9(E) endlich) und zu jedem E> 0 ,&meSbare Mengen E’, E” E 
E!JJL,&~) mit E’LELE” und p(E”- E’) <a, so ist auoh E E Y&,;(A)]. 
0) Fiir die Ableitung der im folgenden mitgeteilten Resultate vergleiche meine 
Arbeit: Dualit& bei Daniell-Stwneachen Methoden U.B.W. in diesen Proceed. A 75 
(1972), S. 281-313, insbes. S. 285-287; das hier folgende Axiom 7’ korrespondiert 
mit Ax. 6’ auf S. 285 von Proc. 1972. 
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$ 4bis. Sowohl mittels des ersten wie des zweiten Verfahrens in Satz Bbi* 
la& sich mo als inneres Mel3 (mit den im Beweis von Satz Abi* angegebenen 
Axiomen lo-4”, 5”) auf dem (0 ; v, A ; - )-konvexen Kegel !&(A), daneben 
m = mo als (beschrankt) additives Ma13 auf dem (0; v, A ; - )-konvexen 
Kegel K 3 K(A ; m - mo) der mo-mel3baren Funktionen auffassen. 
Die charakteristischen Funktionen von Teilmengen von A haben alle 
ein endliches inneres MaB mo. Die Teilmengen E von A mit (endlichem) 
Ma13 m(cs) fur die zugehorigen cx bilden eine Mengenalgebra !I&, &l). 10) 
Definition. Fiir E LA sei pa(E)=mo(cx). 
Diese spezielle Mengenfunktion ~0, mit zugehijrigem Ma13 p, geniigt also 
den Axiomen l”, 2”, 3”, 4” [und So] fiir das innere Ma13 in der Arbeit in 
diesen Proceed. A 73 (1970), S. 376-384: Methoden u.s.w., $5 1, 3 u. 4; 
daD sie such das Regularitatsaxiom 5” von lot. cit., 5 2bi* erftillt, l&St 
sich nachher ableiten mit den hier (im Beweise von Satz Able) gegebenen 
Axiom 5” nach Hinzufiigung von 
Axiom 7’. Zu jeder Funktion f E K E K(A; m = ma) gibt es eine 
abziihlbare Menge Q(f) von positiven Zahlen so da3 die charakteristischen 
Funktionen von Teilmengen A [f 2 x], bei 2 E R+ - Q(f), ein Mal3 m haben ; 
somit eine solche Teilmenge selbst ein MaB p{A[f zx]}=m{can zsl}. 
Satz iiber die Darstellung der erweiterten Funktionen- 
mal3e. Bei f E K, mit oberer Grenze S von f auf A griiBer als Null, 
seien die Teilungspunkte yj von (0, S’), wobei S’ > S, derart gewahlt da13 
O=yo<yl<yz<...<y,-1<Yn=S’ 
ist, und da13 die Teilmengen A(f 2 y,) von A fur jedes j = 1, 2, . . . , n - 1 
nicht leer sind, mit zugehijriger charakteristischer Funktion ma-meBbar. 
Dann ist 
(15) m(f)=lim i Y~-l.m(CAcvj_lJtcvj)); 
6-0 i=2 
6 deutet dabei die groBte der Intervallangen (yj- ~1-1) (j= 1, 2, . .., n) an. 
(15) IiiBt sich tiberfiihren in: 
(my m(f) oder j’~fdp=F; i y~-l.~[A(y~-l~y<y~)]. 
-+ i=2 
Bemerkung. Bei &,,(A) die zugehorige Mengenalgebra der in A 
,&-meBbaren Mengen ist wieder (‘9&,;(A)lp E po) woZZst&dig in A. 
10) Fiir die Ableitung der in 5 4biS weiter folgenden Resultate vergleiche lot. 
cit. 9), S. 290-292; das hier gegebene Axiom 7” korrespondiert mit Ax. 6* auf 
S. 290 von Proc. 1972. 
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Q 6. Unter der Ann&me in f 3, Anfang sind, notch lot. cit. 9), s. 294, 
,iiO und po auf A zueinander adjungierte MengenmaBe im Sinne der Arbeit : 
Methoden u.s.w., QQ 1-4, und ist eine Teilmenge E von A jP- und (oder) 
pa-mel3bar bei ,@(E) =po(E). 
Die in (14b@) und (l@b) rtuftretenden Summen sind dieselben wenn nur 
die yf nicht zu den abtihlbaren Mengen P(f) und Q(f) in Axiom 7’ von 
5 4 bzw. von 3 4bi~ gehiiren. 
(Forta&zung folgt) 
